





ПОСТРОЕНИЕ ЭКВИВАЛЕНТНЫХ МОДЕЛЕЙ БАЛОЧНЫХ СТРУКТУР 
 
Предлагается использование конечно-элементной математической модели для получения эквивален-
тной электрической схемы замещения механических компонентов. Для уменьшения размерности полу-
ченных схем предложено использование RLC сокращения. Рассмотрен пример получения эквивалент-
ной электрической схемы балочной структуры. Данный подход распространен на получение эквивален-
тных схем для МЭМС компонентов. 
 
The usage of a finite-element mathematical model to obtain an equivalent electrical circuit for mechanical 
components is suggested. Using of RLC reduction algorithm to reduce a dimension of the circuits obtained is 
proposed. An example of getting equivalent electrical circuit for beam structure is considered. The approach in 
question is applied to obtaining equivalent circuits for MEMS components. 
 
Введение 
При проектировании современных МЭМС-
устройств важную роль играет возможность 
использования единого инструментария для 
моделирования объектов, в которых протека-
ют различные физические процессы: электри-
ческие, механические, оптические, тепловые и 
т.д. Это требует представления различных 
подсистем исходного объекта в виде эквива-
лентных моделей одной и той же физической 
природы, что позволит объединить их для ре-
шения в едином вычислительном процессе. 
Однако наиболее распространенные САПР, в 
основном, используют одноаспектное моде-
лирование, например, Spice для анализа элек-
тронных схем или Adams для виртуального 
моделирования сложных машин и механиз-
мов. Для расчета «нетрадиционных» для дан-
ных систем физических процессов использу-
ют несколько подходов: учет физических осо-
бенностей в виде дополнительных параметров 
базовых моделей; включение возможности 
расчета в дополнительных базисах, характер-
ных для иных физических процессов и т.д.  
На этапе схемотехнического моделирова-
ния для формирования математической моде-
ли объекта сложной физической природы на-
иболее часто применяется метод электромеха-
нических аналогий. Это, в свою очередь, тре-
бует наличия схемных реализаций моделей 
неэлектрических блоков, обладающих необ-
ходимой степенью точности. Большинство 
современных средств САПР, применяемых 
при проектировании механических систем, 
для построения математической модели испо-
льзуют метод конечных элементов. Основной 
проблемой использования таких моделей яв-
ляется размерность получаемых систем, кото-
рые могут описываться десятками тысяч ура-
внений. Поэтому основные усилия разработ-
чиков направлены на получение сокращенных 
моделей, пригодных для дальнейшего исполь-
зования. 
Таким образом, актуальной является разра-
ботка алгоритма получения моделей неэлект-
рических объектов в виде эквивалентных эле-
ктрических схем на основе готового инстру-
ментария построения математической модели 
для применения в пакетах схемотехнического 
проектирования. 
Описание примера 
Рассмотрим метод построения схемных мо-
делей механических компонентов и их даль-
нейшее использование на примере задачи на-
хождения собственных частот балки (рис. 1). 
 
Рис. 1. Схема закрепленной неоднородной 
балки с тремя степенями свободы 
 
Рассматриваемая конструкция представляет 
собой балку, работающую на изгиб. Левый 
конец балки закреплен неподвижно, правый 
— свободен. К правому концу приложена сила 
F, перпендикулярная оси балки. В двух точках 
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к балке прикреплены сосредоточенные массы 
M1 и M2, находящиеся на расстояниях L1 и L2 
от точки закрепления. 
Для построения математической модели 
был использован пакет ANSYS Multiphysics 
v.10.0, разработанный компанией ANSYS Inc. 
[1]. Моделирование в ANSYS выполнялось 
при следующих параметрах: L = 25 мм; 
L1 = 10 мм; L2 = 20 мм; поперечное сечение 
балки — прямоугольное: высота 3 мм, ширина 
2 мм. Характеристики материала балки: мо-
дуль упругости E=2·1011 Па; коэффициент 
Пуассона μ=0,3; плотность материала 
ρ=6·103 кг/м3. Массы грузов: m1=m2=36 г. 
Для дискретизации балки были использо-
ваны конечные элементы типа BEAM3 из би-
блиотеки ANSYS. Каждый балочный элемент 
имеет два узла (левый/правый) с 3 степенями 
свободы в каждом: координаты x, y в плоско-
сти движения и угол θ поворота соответству-
ющего поперечного сечения балки. Все эле-
менты имеют одинаковую длину по 0,5 мм. 
Соответственно, расчетная схема содержит 50 
элементов и 51 узел. 
Эквивалентная схема замещения 
Для данного механического компонента, из 
файлов проекта ANSYS (FULL и EMAT) с 
помощью программы mor4ansys [2] были по-
лучены матрицы, описывающие состояние 
системы, в формате MarketMatrix. Матрицы 
представляют собой коэффициенты уравнения 
,Mx Dx Kx BF y Cx+ + = =   
где М, D и K – матрицы массы, демпфирова-
ния и жесткости соответственно; B – матрица 
входов; C – матрица выходов; x – вектор неиз-
вестных, включающий все степени свободы; F 
– внешний вектор силы и y – вектор выходных 
переменных.  
Переходя к электромеханическим аналоги-
ям [3], получим: 
( ) ( )d Mv Dv Kvdt F t
dt
+ + =∫  
или 
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где 
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, ,C M G D L K= = =  – равноценные мат-
рицы емкостей, проводимостей и индуктивно-
стей. Элементы матриц C, G, L формируется 
из элементов матриц М, D и K по формулам: 
1
, , 1(1) ,
, 1(1) .
=






C m i j N i j
C m i N
 
1
1/ , , 1(1) ,
1/ , 1(1) .
=






L k i j N i j
L k i N
 
1






G d i j N i j
G d i N
=
= − = ≠
= =∑
 
где N – количество уравнений для данной сис-
темы. Используя полученные матрицы C, G, L, 
можно перейти к эквивалентной схеме заме-
щения. В отдельных случаях, некоторые из 
этих матриц могут отсутствовать. Это будет 
означать, что в схеме будут отсутствовать со-
ответствующие элементы. Для рассматривае-
мого примера, эквивалентная схема замеще-




















Рис.2. Эквивалентная схема замещения 
балки 
 
В данной схеме подсхемы «Ох» и «Оy,Оz» 
связаны только по нулевому узлу схемы. Оче-
видно, что при подключении одного источни-
ка к узлу приложения силы для механического 
эквивалента, будут наблюдаться только часто-
ты одной из подсхем. Так, для представленно-
го примера при подключении источника меж-
ду узлами 151, 0 будут наблюдаться частоты, 
которые в механической модели отвечают 
собственным частотам на растяжение. В слу-
чае источника, подключенного между узлами 
152, 0 выходная характеристика будет содер-
жать только частоты, соответствующие собст-
венным частотам изгиба. С точки зрения ме-
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ханики, такая ситуация представляет собой 
два независимых направления, по которым 
раскладывается начальный вектор силы. Для 
эквивалентной схемы это означает включения 
источника между обеими подсхемами, либо 
включение двух источников для возбуждения 
соответствующих подсхем. 
 
Сокращение размерности схемы 
Для объектов со сложной геометрией и бо-
льшим количеством степеней свободы конеч-
но-элементная модель может содержать сотни 
тысяч уравнений. В этом случае эквивалент-
ная схема замещения может содержать мил-
лионы и более элементов. Это обстоятельство 
делает невозможными использование данной 
схемы в качестве модели объекта, поэтому 
целесообразно воспользоваться алгоритмами 
сокращения размерности схемы на основе Y-∆ 
преобразования. Суть методов, основанных на 
Y-∆ преобразовании, изложена в [4,5,6].  
Для каждого узла в цепи определены две 
временные постоянные: /RCi i iC Gτ =  и 















= ∑ – сумма всех реактивных 








= ∑ – сумма всех проводимос-
тей, подключенных к узлу i. 
Узловая постоянная времени узла i опреде-
ляется как:  
max( , )i RCi LCiτ τ τ= . 
i -ый узел считается быстрым, если: 
min max2 / ,iτ τ π ω< =  
где minτ  - временная постоянная, определенная 
пользователем, которая зависит от максима-
льной частоты цепи - maxω . Отметим, что minτ  
пропорционально max1 ω .  
На практике, интерес обычно представляют 
нижние собственные частоты, которые являю-
тся рабочими для механических систем. Поэ-
тому вариацией minτ  достигается компромисс 




Расчетом определены 6 первых собствен-
ных частот конструкции. Результаты частот-
ного анализа, полученные с использованием 
пакета ANSYS Multiphysics, а также в резуль-
тате моделирования в пакете NetALLTED 
[7,8] эквивалентной и сокращенных при раз-
личных значениях minτ схем представлены в 
таблице 1.  
Результаты моделирования в пакетах AN-
SYS и NetALLTED совпадают, что свидетель-
ствует о том, что переход от модели, получен-
ной с помощью метода конечных элементов, к 
эквивалентной схеме замещения не вносит 
дополнительные погрешности. Как видно из 
таблицы 1, погрешность моделирования схе-
мы при minτ = 10
-5, по сравнению с результата-
ми ANSYS, составляет менее 1%, что свиде-
тельствует о высокой точности реализованной 
модели. При этом размерность сокращенной 
модели по сравнению с несокращенной уме-
ньшилась более чем в 5 раз.  
Выходные характеристики эквивалентной и 
сокращенных при различных значениях minτ  
схем представлены на рис. 4-7.  
 
Выводы 
Изложенный в работе метод построения 
моделей механических компонентов позволя-
ет использовать пакеты схемотехнического 
проектирования в качестве единого инструме-
нтария для моделирования электромеханичес-
ких объектов. Использование сокращения на 
основе Y-∆ преобразования позволило полу-
чить модели с необходимой степенью точнос-
ти, не уступающей на этапе получения экви-
валентной схемы замещения точности мате-
матической модели, полученной с помощью 
метода конечных элементов. Предложенный 
метод может быть использован для расчета 
МЭМС, а в общем случае расширен и на объ-
екты немеханической природы при условии 
возможности получения их математической 














Рис. 4. АЧХ, ФЧХ эквивалентной схемы замещения для закрепленной  
неоднородной балки с тремя степенями свободы (несокращенный вариант) 
 
 
Рис. 5. АЧХ, ФЧХ эквивалентной схемы замещения для закрепленной  
неоднородной балки с тремя степенями свободы (сокращенный вариант, minτ = 3*10
-5) 
 
 ANSYS NetALLTED 
Экви-вал. схема Сокращенная схема 
minτ  - - 3*10-5 1.5*10-5 10-5 
Количество узлов - 151 16 23 28 
Количество элементов - 776 94 119 145 
Сокращение по узлам, % - - 89.404 84.7682 81.457 
Сокращение по элементам, % - - 87.8866 84.6649 81.3144 
1 пик, Гц 13.993 13.988 13.768 13.390 14.258 
2 пик, Гц 91.795 91.794 90.548 91.589 91.477 
3 пик, Гц 176.29 176.29 176.25 176.28 176.29 
4 пик, Гц 477.44 477.44 476.60 477.21 477.27 
5 пик, Гц 495.69 495.69 611.01 529.98 493.82 
6 пик, Гц 861.83 861.82 1043.8 920.16 861.35 
Максимальная погрешность, % - - 23.31 6.96 0.34 




Рис. 6. АЧХ, ФЧХ эквивалентной схемы замещения для закрепленной неоднородной  
балки с тремя степенями свободы (сокращенный вариант, minτ = 1.5*10
-5)
 
Рис. 7. АЧХ, ФЧХ эквивалентной схемы замещения для закрепленной неоднородной балки  
с тремя степенями свободы (сокращенный вариант, minτ = 10-5). 
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